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简支矩形压电薄板弯曲的解析解 

胡敬伟  刘耕墨 

北京城建亚泰建设集团有限公司，北京 100013 

 

[摘要]基于薄板小挠度弯曲理论，忽略平面内电场强度，推导了压电板弯曲的平衡方程，分别采用 Navier 和 Levy 解法，获

得了四边简支矩形压电薄板位移、应力和电势的解析表达式，数值算例表明两种解析方法所得结果一致。研究了厚度对压电

矩形薄板弯曲特性的影响，对比不同压电材料矩形薄板弯曲特性，分析了压电板位移和电势与其材料参数之间的关系。 
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Analytical Solution of Simply supported Rectangular Piezoelectric Thin Plate 
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Abstract: Piezoelectric plate bending equilibrium equation is derived based on the thin plate bending theory and ignoring in-plane 

electric field. Navier and Levy methods are used to obtain the analytical expressions of a simply supported rectangular piezoelectric 

plate displacement, stress and electric potential. Numerical examples show that the results by two different analytical methods are 

consistent. The effect of piezoelectric rectangular thin plate thickness on bending behavior is also studied. The relation between 

material parameters and displacement as well as electric potential of piezoelectric plate are analyzed by comparing the bending 

properties of different piezoelectric material plate.   
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压电材料因具有正逆压电效应，能够实现机械能和电

能之间的相互转换，使得其在工程中的应用范围不断扩大，

由最初用于军事上的压电水下超声换能器，发展到压电超

声波马达、压电变压器、医疗上的声辐射力脉冲成像（ARFI）

和高强度聚焦超声（HIFU）治疗技术
[1]
，以及航空航天中

大型柔性空间结构的静动态形状控制和土木工程中的结

构损伤检测等应用。如何精确而有效的分析压电材料复杂

的力-电耦合行为，准确描述压电智能结构中的位移场、

力场和电场，一直是压电研究和智能结构应用中必须解决

的重要问题。 

近年来，国内外许多学者对压电材料的机电耦合特性

进行了广泛的研究：Ray 等人
[2]
提出了压电板柱弯曲的精确

模型，获得了简支边界条件压电板的解析解。Cheng 等
[3]
从

三维弹性理论出发，获得了带有压电层正 

交柱壳的精确解。Wang 等
[4]
利用状态变量法，建立了

具有不同材料特性压电介质问题的状态变量模型，获得了

空间轴对称问题的状态变量解
[5]
和多层磁—电—弹性板

的状态变量解
[6]
，建立了粘贴和埋置压电压磁致动器和传

感器层合结构自由振动的状态变量公式
[7]
。刘正兴

[8]
、林启

荣
[9]
等基于压电弹性介质的二维本构关系，获得了压电层

合弹性梁的解析解。丁皓江和江爱民从压电平面应变问题

的通解出发，利用调和多项式的显式表达式，结合试凑法

获得了压电梁的一系列精确解和典型问题的解析解
[10-11]

。

黄德进等
[12]

通过构造应力函数法，得到了均布荷载作用下

两端固支正交各向异性梁的应力和位移的解析解。文献
[13]

在辛几何空间内给出了压电组合板得解析解。本文忽略平

面内电场强度，基于经典薄板弯曲理论，推导了线弹性压

电薄板弯曲的平衡方程，分别采用经典弹性力中 

Navier 和 Levy 解法，获得了四边简支矩形薄板弯曲

位移、应力和电势的解析表达式。 

1 基本公式推导 

线弹性压电本构方程为 

              （1.1） 

其中， 、 、 、 分别是应力、应变、电位移、

电场矢量； 、 、 为弹性、压电、介电系数矩阵。对

于横向均质压电弹性体，将式（1.1）展开为 

    （1.2） 
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       （1.3） 

其中， 

、 、 、 、

、        （1.4） 

、 、 分别为弹性体在 、 、 方向的位移。 

不计体力时压电弹性体的平衡方程为 

          （1.5） 

由薄板小挠度弯曲假定
[14]

可知， 仅为 x，y 的函数，且 

            （1.6） 

              （1.7） 

忽略薄板平面内的电场，即 

， ，     （1.8） 

为电势，薄板的弯矩可由应力表示为 

           （1.9） 

其中，h 为板的厚度，设作用在板上的横向荷载为

，薄板小挠度弯曲平衡方程为： 

     （1.10） 

将（1.4）、（1.6）～（1.8）代入（1.2）和（1.3）

可得 

   （1.11） 

           （1.12） 

其中， ，将式（1.12）代入平衡方程（1.5）

中第四式并对 z 积分可得 

      （1.13） 

式中， 为外力作用下板厚度方向上压电效应

产生的电场。将式（1.11）、（1.13）代入（1.9）可获得

板弯矩的位移分量表达式 

（1.14） 

 （1.15） 

  （1.16） 

将式（1.14）～（1.16）代入板的弯曲平衡方程（1.10），

并由横观各项同性材料参数关系 ，得位移表

达的压电板弯曲平衡方程： 

   （1.17） 

令压电板的等效弯曲刚度 ，即 

             （1.18） 

长宽分别为 a、b 的四边简支矩形板边界条件为 

        （1.19） 

考虑闭环短路电边界条件，即 

           （1.20） 

将式（1.13）对 z 积分可得 

   （1.21） 

代 入 边 界 条 件 （ 1.20 ） 可 得 ： ，

，因此，压电薄板内电势的精确解为 

         （1.22） 

2 简支矩形压电薄板弯曲的 Navier解 

Navier 把四边简支薄板的挠度 取为如下满足边界

条件形式的三角级数表达式： 

       （1.23） 

其中，m、n 为任意正整数。通过 Fourier 级数将平

衡方程（1.18）右边荷载 也化为三角级数形式 

    （1.24） 
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将式（1.23）、（1.24）代入平衡方程（1.18）可得： 

   （1.25） 

将式（1. 25）代入（1. 18）得压电薄板弯曲挠度的

表达式： 

   （1.26） 

将式（1.26）代入（1.11）、（1.22）即可获得压电薄

板弯曲应力和电势的 Navier解的表达式： 

   （1.27） 

3 简支矩形压电薄板弯曲的 Levy解 

对于 及 两边简支，其余两边 及

为任意边界条件，承受横向荷载 的薄板挠度表达式

可取为： 

         （1.28） 

其中， 是 的任意函数，m 为任意整数。显然，式

（1.28）满足边界条件（1.19）中第一式；因此，只要在

满足边界（1.19）二式条件下，选择适当的 使得（1.28）

满足压电薄板弯曲平衡方程（1.18）即可。将荷载

按 Fourier 级数展开为 的级数 

  （1.29） 

将式（1.28）、（1.29）代入（1.18）可得： 

（1.30） 

此常微分方程解的表达式可以写成： 

 （1.31） 

其中， 为任意一个特解， 、 、 、 可

由边界条件求得，则压电薄板挠度表达式为： 

 （1.32） 

对于四边简支矩形板，受均布荷载 作用

时，可设 

   （1.33） 

结合边界条件（1.19）中二式可求得： 

  （1.34） 

其中， 。将（1.33）、（1.34）代入（1.32）

关于 x，y 求二阶偏微分可得： 

 （1.35） 

（1.36） 

（1.37） 

将式（1.35）～（1.37）代入（1.11）和（1.22）即

得压电薄板弯曲应力和电势的 Levy 解表达式。 

4 数值算例 

以边长 ，宽度 ，表面在 1N 均

匀分布荷载作用下的四边简支 PZT-5H 矩形压电薄板弯曲

为数值算例，PZT-5H 材料特性如表 1， 20 时 PZT-5H

矩形压电薄板横向挠度的 Navier 和 Levy 解分别如图 1

中（a）、（b）所示，计算时取 ，为便于对比给

出了板中具体位置的横向位移如表 2，显然，本文推导所

得矩形压电薄板弯曲的 Navier 解和 Levy 解一致。 

为研究不同厚度矩形压电薄板弯曲特性的 Navier 和

Levy 解，分别考虑 10、15、20 三种情况，图 2 为
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时，两种不同解析方法所得矩形压电薄板横向位

移沿 x 轴分布，图 3 为 时，两种不同解析方法所

得矩形压电薄板横向位移沿 y 轴分布，图 4 为两种不同解

析方法薄板中心（ ， ）处电势沿厚度分布；

图 2-4 中数值结果表明随着矩形薄板厚度减小，相同荷载

作用下薄板横向位移和中心点处的电势均逐渐增大，

Navier 解和 Levy 解所得薄板中电势相同。 

图 5-7 中三种不同厚度矩形压电板在 ，

时应力沿厚度分布表明，在中性面 处板的应

力为零，板上下表面应力最大。矩形压电薄板短边方向（x

向）上下表面应力比长边方向（y 向）大，随着压电板厚

度的减小薄板的应力逐渐增大。为分析不同压电材料矩形

压电板的弯曲特性，本文分别研究了 PZT-5A、PZT-5A、

PZT-6B、PZT-7A 四种不同压电材料特性下， 20 时

压电薄板弯曲问题的 Navier和 Levy 解，四种压电材料的

材料常数如表-1。Navier 和 Levy 解所得 时四种

矩形压电薄板横向位移沿 x 轴分布如图 8 所示，图中解析

结果表明四种不同压电材料矩形薄板位移关系为

，分析主要原因为在厚度相同情况

下，压电矩形薄板的等效弯曲刚度 与其弹性常数 及

压电常数 和介电常数 有关，而与压电常数和介电

常数相比压电材料的弹性常数对薄板弯曲刚度的贡献较

大，本文中 。 

四种压电材料矩形薄板中心（ ， ）处

电势沿厚度分布如图 9，图中解析结果表明四种不同压电

材料矩形薄板电势关系为 ，分析主要

原因为在厚度相同情况下，压电矩形薄板的电势 与

有关，本文中：  

表 1  压电材料特性 

压电材

料 

弹性常数 GPa 压电常数 C/m2 介电常数 nC/Vm 
密度 

kg/m3 

c11 c33 c55 c12 c13 e33 e31 e15 Ξ11 Ξ22 Ξ33 ρ 

PZT-5A 121 111 21.1 75.9 75.4 15.8 -5.4 12.3 8.11 8.11 7.35 7750 

PZT-5H 126 117 23.0 79.1 83.9 23.3 -6.5 17.0 15.1 15.1 13.0 7500 

PZT-6B 168 163 35.5 84.7 84.2 7.10 -0.9 4.60 3.60 3.60 3.42 7550 

PZT-7A 148 131 25.3 76.1 81.3 9.50 -2.1 9.20 4.07 4.07 2.08 7600 

表 2  板的挠度值（ m） 

y（m） 
x （m） 

0.250 0.300 0.350 0.400 0.450 

0.250 
Navier解 2.898 2.762 2.364 1.732 0.918 

Levy 解 2.898 2.762 2.364 1.732 0.918 

0.500 
Navier解 3.762 3.584 3.063 2.241 1.186 

Levy 解 3.762 3.584 3.063 2.241 1.186 

 
（a）Navier 解             （b）Levy解 

图 1  矩形压电薄板横向位移 

  
图 2  横向位移沿 x轴向分布 

 
图 3  横向位移沿 y轴向分布 

 
图 4  矩形压电薄板中心点出电势沿厚度分布 

 
图 5  随板厚度分布 
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  图 6  随板厚度分布         图 7  随板厚度分布 

 
图 8  四种压电材料矩形薄板横向位移 

 
图 9  四种压电材料矩形薄板电势沿厚度分布 

5 结论 

本文基于小挠度薄板弯曲假定，推导了横贯各项同性

压电薄板弯曲平衡方程，并分别采用 Navier 和 Levy 方法

获得了四边简支矩形压电薄板横向位移、应力和电势的解

析表达式。以表面均匀单位荷载作用下的四边简支矩形压

电薄板为数值算例，验证了两种解析方法所得位移场、应

力场和电势结果一致，研究了不同厚度和不同压电材料压电

板的弯曲特性，得出如下结论：相同荷载作用下，矩形压电

板厚度越小，横向挠度、产生的电势及平面内应力越大。 

压电材料的弹性常数 对薄板弯曲等效刚度 的

贡献较大，相同条件下，弹性常数 越小的压电板横向

挠度越大；厚度相同情况下，压电矩形薄板的电势 与

有关， 越大的压电板，其产生的电势越高。 
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