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[摘要]基于理论力学和结构振动理论，运用分析动力学方法，研究讨论了三自由度系统及其微振动的相关特性。借助 MATLAB

软件及其快速傅里叶变换功能对系统的位置、速度、位移、频率及其在频率进行数值仿真。结果表明：三自由度系统的微振

动特性受到简振频率、系统质点位移和振型等参数的影响，其中质点的质量及劲度系数的取值变化对最终的结果也会产生影

响，不同的参数组合会导致不同的振动特性。这与理论分析结果完全吻合。因此，在实际应用中，可以根据实际具体情况选

择合适的参数组合，以达到最优的微振动效果。 
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Abstract: Based on theoretical mechanics and structural vibration theory, this study investigates the relevant characteristics of the 

three-degree-of-freedom system and its micro-vibration by employing analytical dynamics methods. Numerical simulations of the 

system's position, velocity, displacement, and frequency characteristics were conducted using MATLAB software and its fast Fourier 

transform (FFT) function. The results indicate that the micro-vibration characteristics of the three-degree-of-freedom system are 

affected by parameters such as natural frequency, system particle displacement, and vibration mode. Among these, changes in the 

values of particle mass and stiffness coefficient also exert an influence on the final results, and different parameter combinations lead to distinct 

vibration characteristics. This is fully consistent with the results of theoretical analysis. Therefore, in practical applications, an appropriate 

parameter combination can be selected according to specific practical conditions to achieve the optimal micro-vibration effect. 
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引言 

微振动是指振幅微小、频率覆盖范围较宽的振动现象，

其振幅一般处于微米（μm）甚至纳米（nm）量级，区别

于日常可见的大幅机械振动，广泛存在于精密制造、航空

航天、船舶、生物医学等领域[1-5]，其测量与控制是高精

尖技术的核心环节之一。随着半导体、航空航天等领域对

精度要求的提升，微振动控制正朝着更高精度（纳米级）、

更广频段（覆盖超低频和高频）、智能化（自适应控制算

法）方向发展[6,7]，例如结合人工智能的振动预测与主动

补偿技术，已成为高端装备研发的关键突破点。物体或结

构体发生微小的振动（微振动），会对设备或结构体的性

能和寿命产生影响。因此，研究微振动及其相关特性显得

尤为重要。 

三自由度系统及其微振动问题作为理论力学中的一

个基本问题，是所有微机电系统（MEMS）等精密仪器元

件的理论基石，它由三个自由度的振动构成，通常由两个

平行板和一个悬挂在中间的质点组成[8-10]。三自由度系统

微振动及其控制被广泛应用于各行各业，并得到了快速应

用。三自由度系统及其元件的微振动特性是当前一个重要

的研究方向。研究者们通过理论分析、数值模拟和实验验

证等方法，探究了三自由度元件的振动模态、固有频率、

阻尼特性等微振动特性。同时，还研究了三自由度元件的

制造工艺、尺寸优化、材料选择等方面，以提高其微振动

性能和应用效果[11-14]。总的来说，三自由度元件的研究对
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于微机电系统的发展和应用具有重要的意义，未来还有很

大的研究空间和应用前景。 

基于此，本文理论力学和结构振动理论，系统性地研

究了三自由度系统中的微振动问题。首先利用矩阵方法求

解三自由度系统的本征值，再求解耦合的微分方程的解。

通过 MATLAB 软件对方程求数值解，画出质点的位置、

速度和位移曲线图，对数值解作频谱分析得出本征频率；

使用拉普拉斯变换法解方程的解析解值，得到了相关特性

的可视化图形。 

1 理论模型与推导 

微振动问题的探讨求解，就是体系在平衡位置附近作

往返有限小位移的周期运动。 

在三自由度系统中，设劲度系数均为 k 的两弹簧连接

三个质点，其中两端的质点质量分别都为 m，中间质点的

质量为 M。设在时间 t 为零时，各质点初速度 v0为零，

以图 1所示的三个质点相对自身平衡位置的位移 ， ，

作为三自由度振动系统的广义坐标[8,9]。 

如图 1 所示，根据理论理学和结构振动理论，利用拉

格朗日方法
[8]
，得到三自由度系统的运动微分方程为： 

        （1） 

这是典型的二阶常微分方程组，其解的一般形式为: 

            （2） 

根据矩阵表示法，以上二阶常微分方程组的矩阵形式

可写为: 

            （3） 

其中: 

， ，  

代入上式后，得到矩阵形式的方程为: 

            （4） 

其中: 

 
即得: 

      （5） 

因为矩阵 A 是非零矩阵，所以由公式（4）可知： 

              （6） 

即: 

 
通过求解，得到三个简正频率，分别为: 

， ，  

将简正频率分别代入上式，可得到三个与之对应的本

征矢量，即: 

（1）对 ，本征矢量为： 

            （7） 

其中 表示第 i 个质点第 1 个简正频率的振幅，所以

三自由度系统的简正模式下的振动方程为： 

 
图 1  三自由度系统的微振动模型和受力示意图 
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           （8） 

（2）对 ，本征矢量为： 

           （9） 

同理，得到简正模式下的振动方程为： 

            （10） 

三个质点的位移相同，系统作纯平动。 

（3）对 ，本征矢量为： 

       （11） 

第三个简正模式的运动学方程为： 

       （12） 

公式（8）（10）（12）是三个简正模式下的三自由度

系统的运动方程，所以整个系统的简正模式运动的通解为： 

（13） 

式中积分常数 ， ， 和 ， ， 由

初始条件确定。 

2 三自由度系统特性的数值仿真与结果讨论 

为了方便获取数值仿真结果并进行比较，文中在计算

时的参数设置如下：m=3kg，M=4kg，k=50N/m。 

2.1 三自由度系统的位置速度仿真 

在三自由度系统的微振动中，两个弹簧振子发生平动

或转动形成了类似于正、余弦函数的波动。结合理论模型

（运动微分方程、简正频率公式）推导，利用 MATLAB

软件进行数值仿真，得到了三自由度系统中三个质点的位

移曲线，如图 2 所示。 

图 2 直观呈现了系统中不同质点随时间变化的位移

响应规律。该图聚焦研究通过位移曲线的波动规律，间接

反映了系统本征频率 ω1，ω3 对位移响应的影响；为后续

“快速傅里叶变换（FFT）频谱分析”提供原始位移数据。

从图中可以看出，三条位移曲线（x₁、x₂、x₃）均呈现“周

期性波动”，符合理论中“系统运动是三个简正模式叠加”

的结论，曲线的波动由低阶频率 ω₁和高阶频率 ω₃共同主

导，且中间质点 x₂的位移波动幅度与两端质点 x₁、x₃存在

差异。x₁与 x₃的位移曲线呈“反向对称”趋势（如某时刻

x₁向上波动时，x₃向下波动），印证了低阶简正模式（ω₁）

中“两端质点反相位、中间质点静止”的振型特点。 

 
图 2  三质点位移曲线图。（a）表示左边质点 m，（b）表示中间质

点 M，（c）表示右边质点 m 

2.2 三自由度系统质点的频谱 

质点的功率谱图是通过快速傅里叶变换（FFT）对三自

由度系统中质点的位移信号进行频谱分析后绘制的功率谱

密度图。通过 FFT 将质点的位移时域信号转换到频域，分

析其频率成分，目的是从数值仿真数据中提取系统的本征频

率（固有频率），验证理论推导的正确性，如图 3 所示。 

 
图 3  质点的功率谱图 
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从图中可以得到，功率谱峰值对应本征频率，图中

出现两个明显的峰值，分别对应系统中两个非零的本征

频率 ω1 和 ω3，其值分别为 3.9984 和 6.4736，与理论计

算值（ω1=4.0825、ω3=6.4550）基本吻合，验证了数值

仿真的准确性。功率谱中没有其他显著峰值，说明系统

振动主要由这两个频率模式主导，符合三自由度系统的

振动特性。峰值高度反映了对应频率模式在振动中的能

量贡献大小。 

2.3 固定频率旋转曲线 

利用 MATLAB 对微分方程组（13）进行拉普拉斯变

换，然后求解变换所得的方程组，最后将解作逆变换，得

出原微分方程组的解。以参数组合 m=3kg，M=4kg，

k=50N/m 为例，代入拉普拉斯变换法求得的方程的解析

解中，可以得到包括耦合模式振动和两种简正模式运动，

如图 4 分别是耦合模式下的频率为 ω1=4.0825 和频率为

ω3=6.4550 的定频率三维旋转动画与二维平面图。 

图 4 是拉普拉斯变换法数值仿真得到的定频率三维

旋转动画图和定频率旋转曲线图，旨在对比展示耦合振动

模式与两种简正模式的视觉差异。通过定频率旋转动画或

特定频率下的运动轨迹，直观区分不同振动模式的特征，

验证理论推导的简正频率（ω1=4.0825 和 ω3=6.4550）在

实际运动中的表现。从图中可以得出，在单一频率激励下，

系统呈现清晰的简正振动形态：ω1 模式下，两端质点反

相运动，中间质点静止（节点）；ω3模式下，两端质点同

相运动，中间质点反相运动。耦合模式下运动轨迹更为复

杂，是两种简正模式的线性叠加。通过观察运动周期，可

直观验证理论计算频率的正确性。 

2.4 参数对系统本征频率影响的数值仿真 

以参数组合 m=3kg、M=4kg、k=50N/m 为例，本文

研究并验证三自由度系统微振动的理论模型与数值方法

的合理性和有效性。三自由度系统的动力学特性由质量 m、

M与弹簧劲度系数 k共同决定，通过构建质量比 （反

映系统内部质量分布）和劲度系数 k 的二维参数空间，探

究各参数及其耦合关系对系统本征频率的影响规律，对参

数空间全面梳理不同参数搭配，开展系统性的定量研究。 

 

 
图 4  两种不同频率下的定频率旋转曲线图 
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（1）固定质量比 r 时，劲度系数 k 的变化对系统的

影响 

固定质量比 r=0.5，1，2，5，10，数值仿真得到本征

频率 ω1，ω3随 k 的变化规律，如图 5 所示。 

由图 5 可得，在任意固定的质量比 r 下，ω1，ω3均随

k 的增大而递增，与单自由度系统频率变化趋势一致，频

率与 呈强线性相关（ ），满足 的近似

关系。r对频率曲线具有调节作用，ω1的曲线族近乎重合，

表明低阶频率对中间质量变化不敏感；ω3的曲线族随 r 的增

大而递增，但曲线族整体下移，表明高阶频率随中间质量增

大显著降低。直观展示刚度系数 k 对频率的影响规律。 

（2）固定劲度系数 k 时，质量比 r 的变化对系统的

影响 

固定劲度系数 k=50，100，200，500N/m，数值仿真

得到本征频率 ω1，ω3随 r 的变化规律，如图 6 所示。 

由上图 6 可得，低阶频率 ω1 几乎不随 r 变化，两端

质点反相位振动，中间质点近似节点，频率主要由端部质

点质量 m 和刚度 k 决定，与中间质点质量 M 无关；高阶

频率 ω3 随 r 增大单调递减，且具有渐近特性： 时 ω3

趋近上限值；劲度系数 k 仅对频率曲线进行整体纵坐标缩

放，不改变其随 r 的变化趋势。 

（3）参数耦合效应与灵敏度分析 

图 7 展示的是系统本征频率 ω1，ω3 如何随质量比 r

和劲度系数 k 变化的三维可视化结果。通过研究本征频率

ω1，ω3在二维参数空间（r，k）中的全局变化规律，直观

呈现 ω1，ω3对参数质量比 r 和劲度（刚性）系数 k 的敏

感程度差异，为参数优化设计提供可视化依据。 

有图 7 可知，ω1 响应面沿 k 轴陡升、沿 r 轴平坦，证

实其主要受 k 控制，对 r 不敏感；ω3响应面为复杂倾斜曲

面，在 r 小、k 大的区域取最大值，在 r 大或 k 小的区域

值较低，表明其受 r、k 共同调控。灵敏度量化结果显示，

ω1 对 k 的灵敏度远高于 r，ω3对两个参数均具有较高灵敏

度，且对 k 的灵敏度更高， 为负则印证 ω3随 r 增大而

减小。 

    
（a）ω1随 k 的变化                                     （b）ω3随 k 的变化 

图 5 固定质量比时 ω1，ω3随劲度系数 k 的变化规律 

    
（a）ω1随质量比 r 的变化                              （b）ω3随质量比 r 的变化 

图 6  固定劲度系数 k 时 ω1，ω3随质量比 r 的变化规律 

k 2 0.999R  k

0r 

3

rS
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（a）ω1的参数空间响应面                                 （b）ω3的参数空间响应面 

图 7  ω1，ω3的参数空间响应 

3 结论 

通过理论推导与数值仿真相结合的方式，对三自由度

系统微振动问题展开研究，得出以下结论：基于拉格朗日

方法推导得到系统运动微分方程，求解出三个简正频率及

对应本征矢量，系统通解为三个简正模式的线性叠加；借

助 MATLAB 软件和拉普拉斯变换法进行数值仿真，得到

的质点位移曲线呈现周期性波动、频谱峰值对应的本征频

率与理论计算值基本吻合，固定频率旋转曲线直观展现了不

同简正模式的振动特征，验证了理论模型与数值方法的合理

性。参数影响研究表明，本征频率 ω₁和 ω₃均随弹簧劲度系

数 k 增大而递增，ω₁对质量比 r 不敏感、主要受 k 控制，ω₃

随 r 增大单调递减且受 r 与 k 共同调控，其对 k 的灵敏度更

高，相关可视化结果为系统参数优化设计提供了依据。 
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